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Control de crecidas basado en la solucion adjunta de las ecuaciones de aguas poco
profundas

Ariel Fraidenraich?

Resumen:Proponemos una solucién para el control de flujo en rios y canales abiertos
utilizando una metodologia quasi-Newton para minimizar un funcional Lagrangeano que
incluyeuna funcién objetivo relevante al problema de control y sujeto a las ecuaciones de
conservacion de aguas poco profundas bidimensionales. Pertinente a este problema de
control es la solucién de las ecuaciones adjuntas en lo que nos estaremos focalizando en

este trabajo
Palabras clave: Método de los Volumenes Finitos, Ecuacion Adjunta,Control de Crecidas.

Abstract: We propose a solution for the control of river and open channel flow using a
guasi-Newton methodology to minimize a Lagrangian functional including an objective
function relevant to the control problem and subject to the two-dimensional shallow water
conservation laws. Pertinent to this control problem is the solution of the adjoint

equationsin which we will be focusing in this work.
Keywords: Finite Volume Method, Adjoint Equation, Flood Control.

Introduccion

Presentamos un enfoque para la solucién del problema de control de flujo en rios y
canales abiertos basada en las ecuaciones de conservacion de aguas poco profundas

bidimensionales y una funcién objetivo relevante al problema de control.

La funcidn objetivo esta definida por la diferencia entre la altura de descarga y la funcion
limite deseada y da lugar a la solucién de un problema de cuadrados minimos. Como
consecuencia de la solucién de este problema aparece un sistema de ecuaciones
adjuntasa las ecuaciones de aguas poco profundas. Estas se usan para determinar la
sensibilidad de la funcién objetivo con respecto a las variables de control.El control se

obtiene mediante la regulacion de las posiciones de una compuerta que conduce a un
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vertedero lateral. En este reporte nos focalizamos en la metodologia de resolucion del
sistema de ecuaciones diferenciales adjunto asociado al problema directo (ecuaciones de
aguas poco profundas 2D). Este planteo estara centrado en los fundamentos necesarios

para la resolucion numérica del problema.

Fundamentos y Metodologia

Las ecuaciones adjuntas se derivan de la ecuacion de conservacién de masa y de la
cantidad de movimiento que constituyen el problema directo por medio de la minimizacién
de un funcional Lagrangeano que incluye como funcién objetivo la diferencia de alturas de
descargay la altura deseada.

El sistema de ecuaciones en derivadas parciales adjunto a resolver es:

0. +A0,+B@,+CO+D=0 1)

A, B, C, D, coeficientes matriciales variables que dependen de la solucién directa
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r (h, he p, g, t) es la funcion objetivo a minimizar, h. es la altura limite que no debe ser

superada, x,,y, €s el punto sobre la frontera lateral de mayor exceso de agua[2], [13].

T=T-1 2
T es el tiempo total de simulacion, t es el tiempo, @ = ((2), Py (py)T vector de funciones

adjuntas. Interesa llevar el planteo adjunto a una forma similar a la dada por las leyes de
conservacion que tienen en cuenta las distribuciones de flujos. Operando con la ecuacion
(1) y comparando con la estructura de la ecuacion directa surge

~

F1:A®yF2:B®, C:C—Ax—By(S)

C=

o cotsiasp - (ioon) (), —s(ehens)- (5oam) (),
|0 —gh(Gln+)sf— (2w, —(-2v), ~gh 18] - (), It
\0 —gh S}z — (-, —gh (s +2)S) - (Cw, - (-2v),
4)

La ecuacion diferencial queda transformada en forma conservativa,

O+ Fi, +F, +C@+D=0(5)

Ahora la ecuacion adjunta esta preparada para ser resuelta por volimenes finitos con

limitadores de flujo con las condiciones de contorno y finales [1],[2] vy [3] .
Condiciones finales @(x, yT) = ¢*(x,yT) = ¢*(x,yT) =0

Entradag”® (x!,yt) = ¢¥(x!,yt) =0

Laterales ¢¥(x,y =0, t) = goy(x,y = Ly, t) =0

Salida: @Y(x =Ly,y, t) =0, @(x =Ly, y,t) + 2ulx = Ly, y,t)p*(x = L,,y,t) =0
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En este caso, el dominio para la resolucion por volimenes finitos es (Fig. 1),

Figura 1 Malla de volumenes finitos (L,-4m, L,_160m).

Para aplicar el método de los volumenes finitos FVM se integra el sistema diferencial en la
direccion normal a la frontera de cada célula (Roe,Van Der Leer y otros)[8]. Este
procedimiento permite integrar sistemas conservativos en la direccién de upwinding en
regiones arbitrarias del dominio espacial. Para que resulten esquemas estables discretos
cerca de las fronteras se utilizan limitadores de flujo tipo MUSCL

(Superbee,Hirsch,Leveque, Lyra)[1], [7] y [10].

Considerando explicitamente el término fuente, la ecuacion (5) queda reducida a

Mxyt) | 0F ((Z)(x,y,t)) AR (p(xy.1)
oc T ox 5 = G(x,0(xy,0)(6)

donde el término fuente G(x,y,@(x,y,t)) =-C® - D(7)

Que a Su vez se puede expresar como
a(b(xyt) + V. F((D(X y)) G(x y, 0(x,y, t))(8)

Para expresar esta ecuacion diferencial mediante una formulacién variacional se lleva a

una expresién integral[8][9],

g0 D) oy + 9. F(000y)) dudy=[f G(Gx y), 0, ) dacly

Utilizando el teorema de Gauss se halla la expresion analitica

I (Q)n"'l(x,};)t—@n(x,y)) dxdy + [ F(@"(x,y)).do = [[ G((xy), 8™(xy)) dxdy(9)

Resolviendo el primer término
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(®n+1i _

; v o) + fF(Q)n(X, y)). ndo = [[ G((x, y), "™ (x, y)) dxdy (10)

@™*1Es la funcion vectorial adjunta en la celda i-sima,A;es el volumen ocupado por la

celda i-sima.

Para discretizar el segundo término de flujos se descompone la integral sobre la frontera

en suma de integrales sobre la frontera

L0 s e JF(07(y)) o migdo = [T 6((x,y), 87(x,y)) dxdy(11)

Se integra el flujo sobre cada parte de la frontera partida conectado con la celda
identificada como k;.Entonces habra que calcular todos los flujos sobre cada arco

interviniente en la frontera y la integral de volumen del término fuente. [4], [5] y [6].
Y aproximamos las circulaciones  $(F.n)ds = ¥1_,(F.n,)(12)

E’ es el flujo en cada direccion compuesto con el camino parametrizado, n,, es la normal

a cada cara externa de la celda considerada.

a(F.
( ;)es la

A la funcion vectorial F se la conoce como el flujo normal a cada cara. A =

matriz Jacobiana[4] en la direccion ortogonal a cada cara externa

2 2
p pq q
( <ﬁ‘gh><"x () o< + <ﬁ_gh>"’y
|

Se calculan los autovalores y autovectores[10] y se toma un promedio en el sentido de
ROE[4], segun cada cara de la frontera
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uRJh_R+uL /hL
hr+ \/F ! (14)

9
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hr+ \/’F ! (15)

(hrthg)
/g— (16)

Que es la terna de valores de la funcion vectorial adjunta evaluada en las caras de cada

D

o>
Il

celda. Se evalta la proyeccion del flujo en la direccion normal a cada celda de la siguiente

manera [4], [5].

Las condiciones de contorno para los flujos en las caras en las fronteras de borde, para

los flujos dados en coordenadas cartesianas[11]

_ Zp q . . . - e
F, = —B =P~ Py |, flujo en un punto del dominio en la direccién x

(- om)or+ ()0

F,= | —%(px |,flujo en un punto del dominio en la direccién y

2
\ _(D_%Qox _qu’y

/(Z—Z—gh)<ﬂx+(z—g)<ﬂy\T -1

0
p
o)

Para evaluar las condiciones de contorno en la seccién de entrada consideramos v =

0¢, = 0, de donde resulta

p?
Fl.n—(ﬁ—gh)q)x.
En los laterales: (v = 0¢, = 0,), pero la normal exterior apunta en la direccién de y
positivo, entonces
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0
Considerando que los bordes laterales son impermeables estos flujos en la direccién (1)

0
son nulos.
T
p? Pq
/(ﬁ—gh)‘ﬂx + (ﬁ)%\ 1
. .z . 2
En la direccion de salida, F.n=| —¢— Lo 1o, | <8> (17)
)

2
Siendop, =0 y -0 - 2quox = 0,por condicién de contorno(i—2 -g h) @, es el flujo en la

direccién de salida para cada tiempo.

Para realizar el control adoptamos la condicion de borde para T > T, la condicién erogada

por la compuerta aguas arriba.

qlx =Ly, T) =b(t) C4/2g (H(x =0,t) — H (x = Xv,t)) (18)
siendo

g Caudal erogado por el vertedero lateral (estructura de control), L, Distancia 6ptima en
la direccion x que actla la estructura de control, T: Tiempo donde se inicia el control que
coincide con la llegada de la crecida a Xv (punto mas comprometido ubicado en la
seccion lateral), T, Tiempo de llegada de la crecida, C,;: Coeficiente de descarga para el
vertedero, b(t) Apertura temporal de la compuerta de control, H(x = 0,t) Altura total

aguas atiba, H (x = Xv, t)altura total en la posicion Xv

Algoritmo:
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Hallarla posicion sobre el contorno lateral del dominio donde se ubicara la estructura de
control tal que sea la éptima para la descarga del caudal acumulado.

Proponer una b(t) apertura inicial como apertura actual de la estructura de control. Esta
incide como condicién de contorno en el problema.[1], [2].

1. Si el Sistema no converge
a. Resolver las ecuaciones de aguas poco profundas bidimensionales para la
apertura dada utilizando una metodologia FEM.[1], [2].
b. Resolver en sentido inverso temporal el problema adjunto utilizando una
metodologia FVM.[6], [8].
c. Si el sistema converge utilizando una metodologia quasi-Newton
i.  Romper el ciclo iterativo debido a que se hall6 la solucion
ii. Calcular las sensibilidades asociadas a la resolucion del problema
adjunto.

iii. Apertura Actual = apertura actualizada segun el método de Newton
[1], [2] y. [15].

Discusion

Se trata de implementar una ley de uso de la compuerta ubicado sobre el vertedero lateral
para ir controlando la crecida. Estos esquemas numéricos muestran la forma en que se va
a desarrollar la parte de control relativo a la forma de apertura de la compuerta [15]. AUn no
se ha encontrado la forma de optimizar la posicidén del vertedero lateral de manera que sea
una solucién automatica. Es necesario encontrar alguna relacién entre los coeficientes de
sensibilidad halladas para una apertura dada mas directa para reducir los costos
computacionales. Se ha implementado la solucion directa [12] del dominio proporcionado
incluyendo islas y optimizado con técnicas de computacion de alto rendimiento HPC (High

paralelcomputing)[12], [14] y [15].

Conclusiones:
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Se agrega una condicién de contorno propuesta por la ecuaciéon (18) cuando llega la
crecida al lugar mas desfavorable del contorno lateral segin una ley de descarga de un
vertedero. La solucién es bastante atrayente para su utilizacion practica mediante el uso de
coeficientes de sensibilidad para regular la apertura de la estructura de control utilizando la
técnica numeérica de quasi Newton y la aplicacion de los programas [12] y [14].
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